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1. Íà ñàéòå http://users.kpi.kharkov.ua/fmp/biblio/BOOK1/2-3.html ÿ íàøåë
òåêñò ñ èäåÿìè, âåñüìà áëèçêèìè ê òåì, êîòîðûå ÿ êîãäà-òî ñàì ïðèäóìàë. Â íåì,
îäíàêî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòàÿ çàäà÷à ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè y = f(x) = ax + b.
Òåì íå ìåíåå ÿ ñíà÷àëà èçëîæó èñõîäíûé òåêñò ñàéòà, à çàòåì ïîïðîáóþ ïðåäñòàâèòü
ñâîé ïîäõîä â ñëó÷àå áîëåå ñëîæíîé çàâèñèìîñòè..

Èòàê, â ýêñïåðèìåíòå ïðè èçìåðåíèè êàêîé-òî êðèâîé çàâèñèìîñòè y(x), êàê ïðàâèëî,
íåòî÷íûìè ÿâëÿþòñÿ êàê àðãóìåíòû xi òàê è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè yi. Îäíàêî ÷àñòî
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî øàã ñåòêè òî÷åê xi ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, à íà÷àëî êîîðäèíàò âñåãäà
ìîæíî ïîäîáðàòü, ïîñëå ÷åãî òî÷êè xi ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè òî÷íî. Äåëî â òîì,
÷òî ýòè òî÷êè î÷åíü ÷àñòî çàäàþòñÿ ïðèáîðîì è åãî òî÷íîñòü ìîæíî êîíòðîëèðîâàòü.

×òî æå êàñàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè yi, òî îíè îïðåäåëÿþòñÿ ôè-
çè÷åñêèìè ïðîöåññàìè, êîòîðûå èìåþò íåóñòðàíèìóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ îøèáêó. Ñäå-
ëàåì ðàçóìíîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî èçìåðÿåìûå çíà÷åíèÿ yi ñòàòèñòè÷åñêè ðàñïðå-
äåëåíû âîêðóã òî÷íûõ çíà÷åíèé f(xi), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò òåîðèè èçó÷àåìîãî
ïðîöåññà, ïðè÷åì ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ãàóññîâûé âèä ñ
äèñïåðñèåé σ.

W (yi) =
1

(2π)1/2σ
exp

(
− [yi − f(xi)]2

2σ2

)
(1)

Òàê êàê ðàñïðåäåëåíèÿW (yi) â ðàçíûõ òî÷êàõ xi íåçàâèñèìû, òî ïîëíàÿ ôóíêöèÿ âå-
ðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ òî÷åê îêîëî òî÷íûõ çíà÷åíèé çàäàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
îòäåëüíûõ ôóíêöèé âåðîÿòíîñòè. Åå íàçûâàþò ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ L(y1, ...yn)

Ïðåäïîëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî äèñïåðñèè âî âñåõ òî÷êàõ îäèíàêîâû, ïîëó÷àåì

L(y1, ...yn) =

(
1

(2π)1/2σ

)n

exp

(
−
∑
i

[yi − f(xi)]2

2σ2

)
(2)

Ýòî âûðàæåíèå îïèñûâàåò âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí yi îêîëî òî÷-
íûõ çíà÷åíèé f(xi). Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷íûå çíà÷åíèÿ èìåþò íàèáîëüøóþ âåðîÿòíîñòü,
íî íå ñòîïðîöåíòíóþ. Òàêîå âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü íå òîëüêî äëÿ ëèíåéíîé
ôóíêöèè, íî è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè. Ýòî îáùèé ïîäõîä.

Â ýòîì ìåñòå ïåðåâåðíåì çàäà÷ó. Ïóñòü íàì èç ýêñïåðèìåíòà èçâåñòíû ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû yi , íî ìû íå çíàåì òî÷íîãî âèäà ôóíêöèè f(xi), çàâèñÿùåé îò íåêîòî-
ðûõ ïàðàìåòðîâ. Â ñëó÷àå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ äâà, òî åñòü a è b. Íî
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ òîæå íåèçâåñòíî, òîãäà ïàðàìåòðîâ òðè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðà-
ìåòðû íàäî îïðåäåëÿòü èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè L, à åùå ïðîùå - èç óñëîâèÿ
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ìèíèìóìà âåëè÷èíû − lnL. Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè îáîçíà÷èì σ2 = s.

− lnL =
n

2
ln(2πs) +

1

2s

∑
i

[yi − f(xi)]2 =
n

2
ln(2πs) +

1

2s
χ2 (3)

Çäåñü âåëè÷èíà
χ2 =

∑
i

[yi − f(xi)]2 (4)

åñòü ñóììà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðàìåòðû ôóíêöèè f(xi) íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà χ
2. Â ñëó-

÷àå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äëÿ ïàðàìåòðîâ a è b ìîæíî âûïèñàòü òî÷íûå àíàëèòè-
÷åñêèå âûðàæåíèÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðà s èìååì óðàâíåíèå

− ∂ lnL

∂s
=

n

2s
− χ2

min

2s2
= 0 (5)

Çäåñü χ2
min åñòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñóììû íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, íàéäåííîå âà-

ðèàöèåé ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè f(xi). Èç ïðîñòîãî óðàâíåíèÿ ñðà-
çó ïîëó÷àåì ðåøåíèå

s =
χ2
min

n
(6)

Ýòî î÷åíü âàæíîå ñîîòíîøåíèå. Åãî âûâîä íå ñîâñåì î÷åâèäåí, íî ðàç ìàòåìàòèêè
ïèøóò, çíà÷èò òóò ÷òî-òî åñòü. Òî åñòü äèñïåðñèÿ ðàâíà ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ χ2,
äåëåííîìó íà ÷èñëî òî÷åê. Íî óòâåðæäàåòñÿ áåç âûâîäà äàæå áîëüøå, ÷òî èç ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ñëåäóåò âûâîä, ÷òî çíà÷åíèå n â çíàìåíàòåëå íàäî çàìåíèòü
íà (n− 2), òî åñòü áîëåå ïðàâèëüíàÿ ôîðìóëà èìååò âèä

s =
χ2
min

n− 2
(7)

Íî äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé n ýòà ðàçíèöà íåñóùåñòâåííà è ÿ íå áóäó ýòî ó÷èòûâàòü.

Äèñïåðñèþ ïàðàìåòðîâ â ñëó÷àå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âû÷èñëÿþò â ÿâíîì âèäå. Òàê
äëÿ ïàðàìåòðà a ïîëó÷àåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå

a =
〈xy〉 − 〈x〉〈y〉
〈x2〉 − 〈x〉2

, 〈o〉 = 1

n

∑
i

oi (8)

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

a =
∑
i

kiyi, ki =
xi − 〈x〉

n(〈x2〉 − 〈x〉2)
(9)

Â ýòîì âûðàæåíèè êîýôôèöèåíòû ki ñ÷èòàþòñÿ òî÷íûìè, òàê êàê îíè îïðåäåëÿþòñÿ
òîëüêî àðãóìåíòàìè ôóíêöèè, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ òî÷íûìè, ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíà-
ìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ yi. Ñîîòâåòñâåííî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèñïåðñèÿ sa
ïàðàìåòðà a âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äèñïåðñèþ s ñóììîé êâàäðàòîâ âåëè÷èí, òî åñòü

sa =
∑
i

k2i s =
s

n(〈x2〉 − 〈x〉2)
(10)
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Ýòî íå î÷åíü ïîíÿòíî, òî òàê òàì íàïèñàíî.

2. Â ýòîì ìåñòå òåêñò èç êíèãè çàêàí÷èâàåòñÿ Äàëåå ÿ áóäó äåéñòâîâàòü ñàìîñòî-
ÿòåëüíî. Â íàøåì ñëó÷àå åñòü äâå ïðîáëåìû. Ïåðâàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ f(xi, p) ìîæåò áûòü î÷åíü ñëîæíîé è åå çàâèñèìîñòü
îò ïàðàìåòðîâ íå ïðîïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå. Âòîðàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
óäîáíî âûáèðàòü áåçðàçìåðíóþ ôóíêöèþ, íàïðèìåð, îòíîøåíèå êðèâîé ê ñðåäíå-
ìó çíà÷åíèþ, à íîðìèðîâêà ýêñïåðèìåíòàëüíîé êðèâîé î÷åíü ÷àñòî íå èçâåñòíà è
çàâèñèò îò ìíîãèõ ôàêòîðîâ, íå ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñà. À àïïðîêñèìèðóþùàÿ
(ìîäåëüíàÿ) ôóíêöèÿ âñåãäà íîðìèðîâàíà ïðàâèëüíî. Ïîýòîìó ÿ ïðèâûê âûðàæåíèå
äëÿ ñóììû íàèìåíüøèõ êðàäðàòîâ çàïèñûâàòü â âèäå

χ2 =
∑
i

[Kyi − f(xi, p)]2 (11)

è ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ p âñåãäà îïðåäåëÿòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà K èç
óñëîâèÿ ìèíèìóìà χ2. Ïðè ýòîì

K =
〈yf〉
〈y2〉

. (12)

Õîòÿ òàêîé ïîäõîä íå ñîãëàñóåòñÿ ñ ôîðìóëàìè (2)-(7), íî ìîæíî ðàññóæäàòü òàê.
Íàéäåì ìèíèìóì χ2 âàðüèðóÿ ïàðàìåòðû p è òî÷íî âû÷èñëÿÿ K ïðè çàäàííûõ p ïî
ôîðìóëå (12). Çàòåì ôèêñèðóåì êîýôôèöèåíò K â òî÷êå ìèíèìóìà, ïîñëå ÷åãî íàçî-
âåì âåëè÷èíû Kyi íîâûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè òî÷êàìè. Ñîîòâåòñòâåííî äèñïåðñèÿ
ýòèõ òî÷åê áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå (6). Íàñ íå èíòåðåñóåò îøèáêà â îïðåäå-
ëåíèè êîýôôèöèåíòà K, ìû áóäåì ñ÷èòàòü åãî òî÷íî îïðåäåëåííûì è çàáûâàåì ïðî
íåãî ïîñëå ïåðåîïðåäåëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê yi.

Ñëåäóþùèé ýòàï � îáðàòèìñÿ ê ôóíêöèè (2) è áóäåì ñ÷èòàòü åå ôóíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äëÿ ïàðàìåòðà p. Äëÿ ïðîñòîòû ñíà÷àëà îãðàíè÷èìñÿ îäíèì
ïàðàìåòðîì. Ìû çíàåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p0 ïðè êîòîðîì ýòà ôóíêöèÿ èìååò ìè-
íèìóì, òî åñòü

χ2
min =

∑
i

[yi − f(xi, p0)]2 s =
χ2
min

n
(13)

äàëåå

L(p) =
(

1

2πs

)n/2

exp
(
− 1

2s
χ2(p)

)
(14)

Òàê êàê â òî÷êå p = p0 ôóíêöèÿ χ
2 èìååò ìèíèìóì, òî åå ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà

íà÷èíàåòñÿ ñî âòîðîé ñòåïåíè

χ2(p) = χ2
min +

1

2

∂2χ2

∂p2
(p− p0)2 + ... = χ2

min(1 +D2(p− p0)2 + ...) (15)

Ïîäñòàâëÿÿ (15) â (14) è ó÷èòûâàÿ (13) èìååì

L(p) =
(

1

2πse

)n/2

exp
(
−nD2

2
(p− p0)2

)
(16)
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Èòàê, åñëè íå îáðàùàòü âíèìàíèÿ íà íîðìèðîâêó, òî ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòè çàïèñàíà
â âèäå ãàóññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà p. Íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå åñòü
p0, à äèñïåðñèÿ

sp =
1

nD2

=

(
2χ2

n(∂2χ2/∂p2)

)
p=p0

(17)

Ýòà ôîðìóëà èìååò ïðàâèëüíóþ ðàçìåðíîñòü è î÷åíü ðàçóìíûé âèä. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ñóììà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â ìèíèìóìå ðàâíà íóëþ, òî ïàðàìåòð îïðåäå-
ëåí òî÷íî è åãî äèñïåðñèÿ ðàâíà íóëþ. Ýòî ïðîñòî ñëåäóåò èõ òîãî, ÷òî ðàâíà íóëþ
äèñïåðñèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè χ2 íå ðàâíî íóëþ, òî
èãðàåò ðîëü êðóòèçíà ïàðàáîëû â çàâèñèìîñòè χ2. ×åì îíà êðó÷å, òåì ìåíüøå äèñ-
ïåðñèÿ è íàîáîðîò.

Ðåàëüíàÿ îøèáêà íà ïàðàìåòð îïðåäåëÿåòñÿ øèðèíîé êðèâîé íà ïîëîâèíå âûñîòû,
òî åñòü îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà ãëàñèò

ep = 2.355σp = 2.355

(
2χ2

n(∂2χ2/∂p2)

)1/2

p=p0

(18)

3. Ðàññìîòðèì ñîâñåì ïðîñòîé ïðèìåð f(xi, p) = pxi. Òîãäà ñðàçó íàõîäèì p0 =
〈xy〉/〈x2〉. Ñîãëàñíî ìåòîäó, èçëîæåííîìó â ðàçäåëå 1 èìååì sp = s/(n〈x2〉). À ñî-
ãëàñíî ìåòîäó, èçëîæåííîìó â ðàçäåëå 2, ïîëó÷àåì òîò æå ñàìûé îòâåò, òàê êàê
(∂2χ2/∂p2) = 2n〈x2〉. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòíûé ñïîñîá âûâîäà äèñïåðñèè, äàííûé
â ðàçäåëå 1 ñîâïàäàåò ñ îáùèì ìåòîäîì.

Äëÿ ïîëíîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè f(xi, a, b) = axi + b, ðàññìîòðåííîé â ðàçäåëå 1,
çíà÷åíèå a0 äàåòñÿ ôîðìóëîé (8), à b0 = 〈y〉 − a0〈x〉. Ñëîæíîñòü â òîì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå ðàçëîæåíèå (15) óæå èìååò ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå

χ2(a, b) = χ2
min +

1

2

∂2χ2

∂a2
(a− a0)2 +

1

2

∂2χ2

∂b2
(b− b0)2 +

∂2χ2

∂a∂b
(a− a0)(b− b0) + ... (19)

è ïîýòîìó ôóíêöèþ âåðîÿòíîñòè íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà â îòäåëüíîñòè. Åñëè ýòèì ïðåíåáðå÷ü è ôîðìàëüíî
îïðåäåëÿòü äèñïåðñèþ òîëüêî ÷åðåç ÷èñòûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå, òî ïî ïðåæíåìó
èìååì (∂2χ2/∂a2) = 2n〈x2〉 è ñîîòâåòñòâåííî sa = s/(n〈x2〉). Ýòîò îòâåò óæå íå ñîâïà-
äàåò ñ ôîðìóëîé (10). Âåðîÿòíî, íóæíî ïðîâåñòè âðàùåíèå â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ
a è b òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ è îïðåäåëèòü äèñ-
ïåðñèè äëÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ. Çàòåì èõ íóæíî ïåðåñ÷èòàòü íà ñòàðûå ïåðåìåííûå.

Îáîçíà÷èì (a− a0) = u1, (b− b0) = u2. Òîãäà ðàçëîæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

χ2 − χ2
min =

1

2

2∑
i,k=1

αikuiuk + ... (20)

Äàëåå, ìîæíî ââåñòè ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ ê íîâûì ïåðåìåííûì

σik =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
, tan 2ϕ =

2α12

(α11 − α22)
(21)
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Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû íîâîé ìàòðèöû

Aiδik = σ−1ασ (22)

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

A1,2 =
1

2

{
α11 + α22 ± sgn(α11 − α22)[(α11 − α22)

2 + 4α2
12]

1/2
}

(23)

Èòàê, â ýòîì ìåòîäå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû âûðàæàþòñÿ
÷åðåç íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû, èìåþùåé êâàäðàòíûé êîðåíü,
â òî âðåìÿ êàê â ôîðìóëå (10) âñå äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Òàê ÷òî âðÿä ëè ýòî ïîìîæåò. Òî
åñòü â ñëó÷àå äâóõ ïàðàìåòðîâ åñòü ïðîáëåìû ñðàâíåíèÿ ñ ëèíåéííîé çàâèñèìîñòüþ.
Ìåòîä ðàçäåëà 1 ïðèìåíèì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòð ìîæíî âûïèñàòü â
ÿâíîì âèäå. Ìåòîä ðàçäåëà 2 íå ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü ïàðàìåòðû.

4. Òåì íå ìåíåå, â ñëó÷àå ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ ìåòîä äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèöû âòî-
ðûõ ïðîèçâîäíûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì è ñîîòâåòñòâóåò îáùèì èäåÿì êíèã ïî
ñòàòèñòèêå ýêñïåðèìåíòà. Ìîæíî ðàññóæäàòü òàê. Ñíà÷àëà ìû íàõîäèì ìèíèìóì
χ2 ïî âñåì ïàðàìåòðàì. Çàòåì ïðè îöåíêå îøèáêè, ñâÿçàííîé ñ êàæäûì ïàðàìåòðîì,
íóæíî èñêëþ÷èòü âëèÿíèå îäíèõ ïàðàìåòðîâ íà äðóãèå. Òî åñòü âìåñòî èñõîäíûõ ïà-
ðàìåòðîâ íàäî âûáðàòü èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ íîâûõ
ïàðàìåòðîâ ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ áûëà äèàãîíàëüíîé. Òîãäà âåðîÿòíîñòè
äëÿ íîâûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿþòñÿ íåçàâèñèìî ïî ñõåìå,îïèñàííîé â ðàçäåëå 2. Â
âàæíîì ñëó÷àå äâóõ ïàðàìåòðîâ ôîðìóëû íàïèñàíû â ðàçäåëå 3, òî åñòü äèàãîíàëè-
çàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè òî÷íî.
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